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ΛΥΣΕΙΣ

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 (30 μονάδες)

Παραγωγική διαδικασία με 2 πόρους (Α και Β) και 2  προϊόντα (Χ και Υ) περιγράφεται από τις εξής συναρτήσεις παραγωγής:
X = 3a12 + 4b12
Y = 4a22 + 6b22
όπου
a1 και a2 είναι οι ποσότητες του πόρου Α που κατανέμονται στα Χ και Υ (αντίστοιχα) και
b1 και b2 είναι οι ποσότητες του πόρου Β που κατανέμονται στα Χ και Υ (αντίστοιχα).
Ξέρουμε ότι
a1 + a2 = 10

b1 + b2 = 20

(α) 15 μονάδες. Εξετάσετε αν η κατανομή a1 = a2 = 5 και b1 = b2 = 10 είναι αποδοτική (ναι, όχι, γιατί).
(β) 15 μονάδες. Εάν δεν είναι, βρείτε μια αδιαμφισβήτητα ανώτερη κατανομή, η μια αποδοτική κατανομή. 

ΛΥΣΗ

(α) Υπολογιζουμε τις οριακες παραγωγικοτητες

∂Χ/∂a1=6a1

∂Χ/∂b1=12b1

∂Y/∂a2=8a2

∂Y/∂b2=12b2
Για a1 = a2 = 5 και b1 = b2 = 10, ελεγχουμε εαν ισχυει η ισο-οριακη συνθηκη
[∂Χ/∂a1]/[∂Χ/∂b1]= [∂Υ/∂a2]/[∂Υ/∂b2], η, εάν

6*5/8*10 = 8*5/12*10, η εάν 6/8=8/12, κατι το οποίο δεν ισχυει.

Αρα η κατανομη δεν ειναι αποδοτικη.

(β) Για να βρουμε μια αδιαμφισβητητα ανωτερη κατανομη, ξεκιναμε με τη πιο μεγαλη οριακη παραγωγικοτητα, που ειναι η ∂Y/∂b2=12b2 (=120) και θετουμε 
Δb2 = +1, αρα Δb1 = -1
Αυτες προκαλουν αντιστοιχα ΔΥ=+12 και ΔΧ=-8. 

Για να ισοφαρισουμε τη μειωση του Χ, θετουμε Δa1 = +8/6, ωστε ΔΧ=+8 (καθαρο ΔΧ=0). Τότε Δa2 = -8/6, και ΔΥ= -8*8/6 = -10,67. Η καθαρη αυξηση του Υ ειναι ΔΥ=12-10,67 = 1,33>0 ενώ ΔΧ=0, αρα πηγαμε σε μια αδιαμφισβητητα ανωτερη κατανομη.

Για να βρουμε μια αποδοτικη κατανομη, η ισο-οριακη συνθηκη γραφεται

6a1/8b1= 8(10-a1)/12(20-b1).

Για a1 = a2 = 5, προκυπτει οτι b1=10,588, αρα b2=9,411. Η κατανομη αυτη ειναι αποδοτικη.
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 (35 μονάδες)

Σε κάποια διαδρομή δεξαμενοπλοίων, η βραχυπρόθεσμη καμπύλη προσφοράς δίνεται από την εξής σχέση:

C(X) = 50 + 200/(kV- Χ) αν Χ <kV (συν άπειρο διαφορετικά)

όπου  
C(X) είναι το μοναδιαίο κόστος στιγμιαίας ναύλωσης (σε μονάδες WS).

Χ είναι η αθροιστική μεταφορική ικανότητα (σε δισ. τονοχιλιόμετρα ανά έτος),

V είναι η μέση ταχύτητα των πλοίων (σε κόμβους) και
k είναι μια σταθερά 

Είναι γνωστό ότι αν η μέση ταχύτητα είναι 15 κόμβοι και η ζήτηση μεταφορικής ικανότητας είναι 10 δισ. τονοχιλιόμετρα ανά έτος, τότε ο στιγμιαίος ναύλος είναι 60 μονάδες WS. 

(α) 15 μονάδες. Αν η μέση ταχύτητα είναι πάλι 15 κόμβοι, ποια πρέπει να είναι η ζήτηση μεταφορικής ικανότητας ώστε ο στιγμιαίος ναύλος να φτάσει τις 100 μονάδες WS ;

(β) 20 μονάδες. Η ζήτηση πέφτει 10% σε σχέση με την απάντηση στο ερώτημα (α). Πόσο τοις εκατό πρέπει να πέσει η μέση ταχύτητα ώστε ο στιγμιαίος ναύλος να παραμείνει στο ίδιο επίπεδο;

ΛΥΣΗ
Προτου προχωρησουμε, πρεπει να υπολογισουμε τη σταθερα k. Ισχυει οτι
60=50+200/(15k-10), από οπου προκυπτει οτι k=2.
(α) 100=50+200/(2V-X), από οπου προκυπτει οτι Χ=26.

(β) Εάν το Χ μειωθει κατα 10%, δηλ. Χ=23,4, τότε 

100=50+200/(2V-23,4), από οπου προκυπτει οτι V=13,7, αρα 8,67% πιο κατω.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 (35 μονάδες)
Στο πρόβλημα δικτύου δυο χωρών παραγωγής και δυο χωρών κατανάλωσης πετρελαίου, οι προσφορές στις χώρες παραγωγής είναι s1 = 20, s2 = 10 και οι ζητήσεις στις χώρες κατανάλωσης είναι d1 = 15, d2 = 15.
Τα δε μεταφορικά κόστη cij δίνονται ως εξής:

	i               j                 
	1
	2

	1
	30
	20

	2
	10
	15


Διατυπώνουμε το κατωτέρω πρόβλημα βελτιστοποίησης, όπου μεταβλητές απόφασης είναι οι τιμές FOBi και CIFj  (i=1,2, j=1,2):
Max 15CIF1 + 15CIF2 – 20FOB1 – 10FOB2
υπό τους εξής 4 περιορισμούς:
CIFj - FOBi (  cij για i=1,2, j=1,2
(α) 10 μονάδες. Ερμηνεύστε το πρόβλημα αυτό και αναφέρετε με ποιο άλλο πρόβλημα βελτιστοποίησης αυτό συνδέεται.

(β) 25 μονάδες. Μπορείτε να βρείτε κάποιες τιμές FOB και CIF που είναι βέλτιστες λύσεις του ως άνω προβλήματος; 
ΛΥΣΗ

(α) Το προβλημα αυτο μεγιστοποιει τη διαφορα μεταξυ της ολικής αξιας του πετρελαιου στην καταναλωση και εκεινης στην πηγη, με μεταβλητες αποφασης τις τιμες  FOB και CIF και περιορισμους τις συνθηκες ισορροπιας στο δικτυο. Ειναι το «δυαδικο» προβλημα του προβληματος ελαχιστοποιησης του μεταφορικου κοστους.  Τα δυο προβληματα συνδεονται αμεσα, αρα για να βρουμε τη λυση στο ένα, αρκει να βρουμε τη λυση στο αλλο.
(β) Ξεκινωντας από τη λυση x11=15, x12=5, x21=0, x22=10, και θετοντας μια από τις τιμες FOB και CIF αυθαιρετα, εστω FOB1= 20, υπολογιζουμε τις υπολοιπες τιμες ως εξης:
CIF1= 50

CIF2= 40 

FOB2= 25

Και ελεγχουμε εαν ισχυει η συνθηκη ισορροπιας στο μοναδικο μηδενικο κλαδο (2,1): FOB2 +c21≥ CIF1, δηλ. εάν 25+10=35 ≥ 50, κατι που δεν ισχυει.

Αυτο σημαινει οτι πρεπει να δωσουμε ροη x21=θ από το 2 στο 1, κατι που θα προκαλεσει ανακαταταξεις στις υπολοιπες ροες, ως εξης:

x11= 15-θ 
x12= 5+θ 

x22= 10-θ
Η μεγιστη τιμη που μπορει να παρει το θ ειναι 10, οποτε οι νεες ροες ειναι 

x11= 5 
x12= 15 

x21=10
x22= 0

Το νέο συστημα τιμων ειναι 

FOB1= 20 (αυθαιρετη)

CIF1= 50

CIF2= 40 

FOB2= 40

Ειναι ευκολο να ελεγχθει εαν οι τιμες αυτες πληρουν τη συνθηκη ισορροπιας στο μοναδικο μηδενικο κλαδο (2,2): FOB2 +c22≥ CIF2, δηλ. εάν 40+15=35 ≥ 40, κατι που ισχυει.

Αρα η λυση αυτη ειναι βελτιστη, οχι μόνο για το προβλημα ελαχιστοποιησης του μεταφορικου κοστους, αλλά και για το αρχικο προβλημα, εκεινο της μεγιστοποιησης της διαφορας αξιας του πετρελαιου, οπως οριστηκε στο (α). 

Με τις τιμες αυτες, η διαφορα 15CIF1 + 15CIF2 – 20FOB1 – 10FOB2 ειναι ιση με 15*50+15*40-20*20-10*40 = 750+600-400-400=1350-800=550 και ειναι η μεγιστη δυνατη, και (συμφωνα με τη δυαδικη θεωρια), ειναι ιση με το ελαχιστο μεταφορικο κοστος =5*30+15*20+10*10=150+300+100=550.

PAGE  
4

